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Zeer geachte Professor Loonstra,

In het volgende geef 1k een elementair mus van de door
U gevonden getallentheoretische stelling, waar U donderdag ng.
met mlj over sprak,

2. 215 n een natuurlijk getal en laten 335+ ¢+ elementen

stellen van de additieve groep van de restklassen modulo n,
hat n(o( ,ﬁ aangemn een willekeurige funetie, die gmeumm
is voor alle « en B, als waarden gehele getallen heeft en
daarbij voldoet aan Mt volgende drietal betrekkingens

(1) w{0,o) = m{x,0) » ©

(2) nlosp) = m{p,«)

(3) = («5)) +mlv,p) = mlGpe) + m(p.y).

Laten twee funsties m{w,2) en m'{«,s) die aan bovenstsande

eisen voldoen, ae ﬁiwlmt heten als er gehele getallen e{«)
bestaan, zodanig

(3)  mloap) - m'{opp) = elwep) - clx) - ofp).
Den mg: ai zijn precies n niet-aesquivalente stelsels

: a%l ing te bewijmen voeren we seret een reductie
ens uit. We zullen steeds (3) gebruiken in de vol-

(3') o Py} = m{arp,y) ¢ ml{x,8) - o).
m tonen vu de volgende bewering aani
Bewering z.u m{,2) eon functie met nam mrd?
"81le Serstel dat um % 3$ ?o%ag vm
ﬁwh Mn is ?l} aﬁmmm geldig en g
Bewlis, gegeven dat 14t voor A4 «4. OGnderstel dat
z61dt voor een mmm?m van ﬂf Dan vinden we, door
) toe te passen met 4 y 1o plaats van ; ,

"ﬂ(dpﬁ*(%ﬁl = n{spytey) + i) - nlp, )

Pasgen we op de esrste en de derde term in het rechterlid, (3)
toe met 2wl dan vinden wey ,,

nlx o 414)) @ w@wmﬁ + wl«#p,1) - nl{tey)
* ol p)aleety ) - nlsa) ¢ wﬁwé

wﬁd*r?%mﬁ * w&«*wﬂ * nﬁﬂ%ﬁ - mfp




Hieruit volgt door volledige inductie dat m(2,3)=m{s,2); want
d@w mlatie is sriv%u}. voor (=2 en reeds bewesen voor 2=1i,

van op {3,3:3), enz, vinden we zo dat al-
@W mmt

t:m mw toapaaaing nn 33-0 met f= yw=d dat
%& Qv B @.&). Wegens m{ is dus algmw
a,é)m Daarmee 1is de bemring aengetoond,
m&amtulemn dat we voor m slechts hoeven te eisen dm;

(1) n{0,0) = 0
(3") m{o, p+1) = ml«+1,)) + m{x,1) - m{1,y)

en dat hieruit o,a. volgt dat steeds uia,a)ue. Dan kunnen m
als de waarden m ; 1)} voorgeschreven zijn, met behulp van
de mamien m{oy t 0 ;1) aucmaaimlmk *berekenen; voor %
hebben we precies €én, vergelijking die m{w,y uitdeult

thmarﬁm voor lagere J » Dus leidt elk stelsel waar-
ni 1) tot precies één oploaamg van de vergell] n
(1}, s '3}. We zullen nagasn onder welke omstandighe dege
ene cvplesa ng eequivalent is met de nuloplossing,

Voor zulk een oplossing m{«,2) geldt wegens (&)

(5) m(o ) = elw4p) - (=) - e(/A),

met zekere gehele getallen c{x). Aan deze betrekking is voldaan
als gelds

(5%) m{x,1) = cl{«+1) - efo) - (1),

AW, alﬁré&“a) geldt voor MB=1, Dmmers, is (5) wwi\lg voor een
mk%m waarde van s, dan hebben we ook, krachtens {3"), (2) en

m{x,441) = ml{x+1,2) + m(x,1) - n{1,p)
= m{o41,3) + m{o{,ﬂ - mf3,1)
= of{«+pe1} ~ c{a41) - e(p)
+ e{«#1) - e} - c{1)
- e{p+1) + e(p) + c{1)
= efa+p1) - cf{«) - c(p).
We moeten dus nagasn, wanneer aan (5') te voldoen is, d.w.z.
aan
(6) X = Any &

waarin x de (n-1 }mwetor is met componenten ?(1,& u(ﬁ,iz,.,
M.m n-—*t b4 tor met componenten o1 ’,”wa
fnmﬁ n-1) - matrix
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We mien dus dat de etellen m(«,1) die tot oen oplossing
voeren, wellke sequivelent is met caloplossing, gogoven WoPs
den doov de punten x in de Cavtesische mmekd. velke uit
de punten y met gehele colrdinaten untatesn @ towpaseing
35 Votten we'Re.q 81 8ddLtieve Eroep Leasv. ds opteliing ¢

. we R, . als @ groep S.8.v. 8 9P
for be fo-1 "‘13.: '

tolent dit dat de x~0 een doelmodulus met 4
n vormen van de modulus, bestasnde ult alle roosterpunten in
a% « Vorder zi)n twoe x-en seguivalent, als bhun verschil tot
] Wamhalw bohoort. rult volgt éat er precies n nieote
sapivalente oplossingen m{«,s) zijn,

Het hartelijke groeten,

& .0, lekierkevkor
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Zeer geachte Professor Loonstra,

Hieronder geef ik nog een tweede bewijs voor Uw a%l&i%,.
Dit bewljs wijkt weliswasr niet essentieel af van het hilervé: } o
gegeven bewljs van Lekkerkerker, maar verloopt in de details
toch wel enigszins anders.

Last Z de additlieve groep van de gehele getallen zijn an
%, de additleve groep van de gehele getallen modulo Dy wWaarin

n"een natuurlijk getal iz, Leat K_de klasse sijn ven de funos

ties mfx, ) met o, < 2,5 m{x,) <%, die voldoen asn

{1} m{<#0,1}) ¢ n{x,5) = m(u,‘ﬁiﬁ[) + W*ﬂ*

(ﬂ) ) mfeys) = m{p,x),

{3) ' mf,0) = ©

voor alle X,03,)<% . Hoem twee elementen ?nggi en m¥fx, l .

K, equivalent “als er een functie cfc x€ Te olx}
tallt, zo dat -

) milaos) = m(xon) & olwas) - of) - olf)

voor alle X,0c2 , Luat L, de versameling ven de eguivslentie-
klssgen van f’b oflder deze eguivalentie 3.;:“ .

Eangs L, heelft n elementen,
‘Het 1s trivisel, dat, als m{~,3) <K en sls e{«x) een
gedefinieerd dt, dsn M?w/i e Ky i
8tel mb<ps) < Kyu Definipep ofx) door
(5) ol » c{1)=D, cfk) » - w{Js1) voor ieR;i.i,ned,
en m¥{~,3) door (4}, Den geldt} | 4‘
(6) mi(k;1) = O voor Wetiiissn-g;
‘want uit (¥) volgt . | -
m*iiﬂ;%) - u{kﬁ} - Z %Jb“’ﬁ} + Z ‘*3&"’ = 0 voor
“ Jet Jut W@y 4045n-2,

)

en o L
m¥(9,1) = u(4,1) - n{1,1) » 0 |
Teder element ven L, bevat dus een m{<,) die voldoet m
" f Bk, 1) & 0 voor wd,,..,n-8, B SR
. e bewijgen uy det ledere wlo,s< K ; die san (7) vols
| # 0 815 0<k<usty 0L <oty Bl <nefy 0
wN Y Pcucuety O<lcned Wzm




Uit (7) en 0<1 <n-2 volgt dat m(1,1)=0. We onderscheiden
nu drie gevalleng

1° kel <n-2, dan iz m{kel,1)=d vo en m{k,1)=0 volgens
muahmnggluﬁs, n “-a (k,1)=0

2° kelen-1, dan 1s m{iked,1)sd vol.gmm 7} en m{k,1)=0 volgens
Mmtigwmmm ing dus m{k,1 m{ks1)0

3 nm Z2n, Ult k<n-1 en 1<n-2 volgt kﬁ.ﬁkw 3. Ui%
5 kﬂ. <£n-3 volgt k«v}. n-1 (mod ng, dus n(k@-l,‘l)-e volgens
3 ;agag ia m{lcy 1 e volgmm tieveronderstelling,
2191 )l

We bewijzen nu dat iedere funotie m{~,?) met «,A € - &, en
;é‘- 2, die san (B) voldoet, een element van K 1is, Dat" (2)
‘3 vervuld zijn, tﬂvﬁa&l, We moeten bewl dat

&(Mtal) + w(ik) = m{j,ked) + m(ic,1)
voor 0<j<neq, 0 “k=n=q, 0<1<n-1 geldt, We ondeprscheiden
vier gmallem
1° jek <n-q9, k¢l <n-1, dan is m{Jek,1 kel) om mJ,k
i l(k,l}:ﬂg ® (J4ic,1) = m{J,kel) (Js ) -
2° Jek <n-q, ksl 2z n, dan is m{J,k k #c, )=l en
m{ J, kel J,k#lﬁn)-b mex‘xg’jm .‘ '-&‘“ )
3° jJekZn, k4l <n-1; analoog 2°,
5° jek zn, kel 2n, dan is m{J,k 1) » ¥ en mf{Jek,1) =
Pl Iy B Pl L ke mlaes

We hebben dus bewezen dat er bi) leder element ult lh aen
daarmee m«m element uit K bestaat, dat sen (7

voldoet en dat er bij ieder getal N
slechte mmﬁm@ uit K, 20 ?at dat aan z?) voldoet 1t
element is bepaald door s

We moeten dus nu nog nagean welke funoties wit K , die a 3

wwm onderling m&wlsm zijn, Isat o(,,A) @ n’ {~
n gulke functies sijn met bijbehorende N, resp, N'.
onder !m, dat ze valent :m bestast w een mm
g,j m <eB , efx, éa en «’6 » 2o dat {8) vervuld is, Dit
geed van (8) en (7):

o 0 = ofks1) » efk) - (1) voor ed,...,n~2,
9 { W'l » «0f{n-1) - ¢{1),

want ¢(n) » o{0) = 0, Door optelling vinden we hieruit:
{‘lﬁ) Bl » “m“)*

dus

{(19) w'=n tm n)...

Laat nu omgekeerd 11) vervuld sijn, Nen kan dan a(ﬂ} uit
(40) bepalen, o{Q)s0 niu vervolgens o{2),..es0(n~1) suc~
cesslevelljk w M‘ f is, Definieert men mu

de functie n*(x;4 door

m«.«» n(w) * #WP) - o{>) - e{?),
4&”* {9, ¢ %«ﬁ?‘m tﬂgm’:* Wm ven g‘ zﬂw
n%<s Mm'w* o ot mf ~ ALm m*{xys) dan en ol
Mﬁmmmmﬂ ﬂ%mﬁ ~ ' o




